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EINLEITUNG 
Das Strukturproblem fur invariante Untergruppen in Ringen mit 
Involution wurde in [ 6 1 auf zwei Restprobleme reduziert: 
(1) Die in den Konklusionen [6, Corollary 2 und Theorem 9 1 
vermerkten *-primen Bilder sind zu identifizieren. 
(2) Der Terminus “Invariante Untergruppe” sollte eine moglichst 
allgemeinc Fassung erhalten, ohne jedoch die Konklusionen abzuschwachen. 
Bevor wir den endgiiltigen Hauptsatz formulieren, treffen wir die zur 
Bearbeitung von (1) und (2) benotigten Definitionen. Im folgenden sei F stets 
K&per, FX := F\{O} und M,(F) der Ring der n - n-Matrizen iiber F. Wir 
definieren zunachst vicr F-Algebren F(x, y, i) mit i E (s, t}. F-Basis 
{ 1, x. ~1, xy}, und Involuion * von 1. Art durch Angabe der Multiplikations- 
regeln fur x and ,v. und der Bilder x* und y*. von x und ~1. Fur char F = 2 sei 
F(x, ~1, s) mit x’. ~1’ E F‘. .Y o J’ = 1. x* =x. und J’* = J’: 
F(x,y,t) mitx’,y’EF*, xoy=l, x*=x. und J* 1~’ 4~ x ‘. 
Fur char F # 2 sei 
Im folgenden sei R stets halbprimer Ring mit Involution * und Zentrum 
Z=Z(R). Weiterhin sei S=S(R):=(rER/r*=r}. K=K(R):= 
(rERlr*= -r}, Z,==Z,(R):=ZnS, und Z,==Z,(R):=ZnK. Ein *- 
primer Ring R mit Z # 0 heil3c speziell, wenn fur die zentrale Lokalisation 
Q(R) :- {rz ~’ / r E R, 0 + z E Z,Y) mit kanonisch ausgedehnter Involution 
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(~2 - ’ )* = r*z- I und F := Zs(Q(~)) eine der folgenden Bedingungen erfiillt 
ist: 
(A) Q(R) ist K&per oder Q(R) ist direktes Produkt eines K&=pers mit 
sich selbst und * Austauschinvoiution. 
(B) Q(R) 1: F(K Yl l-1 mit i E (s, f ), Q(R) N Z(Q(R)) @,F(x, y, s), und 
Z(Q(R)) Kdrper, oder Q(R) ist direktes Produkt eines einfachen Ringes der 
Dimension 4 i.iber seinem Zentrum und seines Gegenringes und * 
Austausch~nvolution. 
(C) Q(R) 1zr M3(F), char F = 3, und * die gewiihnliche Transposition von 
~atriz~~. 
(D) Char F = 2 und Q(R) CI F(u, t‘, t) @I~ F(x. y, r), wobei folgendes gilt: 
1st CIJ die Ausdehnung der gegebenen I volutionen auf Q(R), so ist El” (erst 
cl, dann*) innerer Antamorphismus von Q(R) gegeben durch ein inver- 
tierbares Element von I i Ftr + Fx -t- Fus. 
(E) Char F = 2 und Q(R) 1 F(u, t’, s) @ F(x, y, s) und * die Ausdehnung 
der gegebenen I volutionen auf Q(R). 
(F) Char F f: 2 und Q(R) z F(u, t?, s) @,., F(x, y, i) mit i E is, t 1 und * die 
Ausdehnung der gegebenen I ~olutionen auf Q(R). 
Fiir Q, b E R sei la, b j := ab - ba und a c b := ab -+- bn. Fur additive 
Untergruppen A und B von R sei \A, R 1 bxw. A o B die von den ~~ementen 
la, b] bzw. a o b mit a &A und b E B, erzeugte Untergruppe von N und 
(A, B, 1 , jl 0) eine Menge von additiven Untergruppen von R (sogenannten 
hoheren Kommutatoren von A und B) rekursiv definiert wie folgt: 
A. B E (A, B. 1 , 1.0); mit X, YE(A,B. 1 , 1.0) ist IX, YI.Xa YE 
(A, B, j , 1, 0). Urn den Au~au eines Elementes C E (A. B. [ , /. 0) mit den 
Verkniipfungen 1 ~ ] und o zu erfassen. notieren wir such genauer 
C = f(A. 8). Analog de~niert man weitere Mengen hoherer Kommutatorcn. 
etwa (A. o), (A, B, C, 1 , 1, o)..... 
Fur additive Untergruppen A un B von R sei ~veiterhin Yl := {a .‘. a” / 
aEAt, W,~:=(a+u~~iaEA~,C,(A):=jbEBIjb.A1=0],Adervon~~ 
erzeugte Unterrring und ‘A die von LZI. n E A erzeugte additive Untergruppe 
von R, Schlie~lich sei Rz := jrE R / 2r = 01. Geniigt R der /?-ten Standar- 
didentit~t, so notieren wir S,,(R) = 0. 
Seien A und L additive Untergruppen von R. A hei& ~-~~~~ar~a~~. wenn 
folgendes gilt: A c I( oder A c: S. L CI k’ oder L r 5’. und es gibt 
ME(V,,W,,[, I,o) und NE(L.f, I,o), so dal3 jL,MjclL oder 
LoMcLund IA,NIcA~~~~AoNcA. 
Bei mebrmaliger Anwendung der Gleichungen 
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fur a, b, c E R erhllt man folgendes: O.E. sei M, NC K, IL, M] c L, und 
[A, N] CA. 
Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir den 
HAUPTSATZ. Sei R halbprimer Ring und A L-incariante Untergruppe 
van R. Dann gilt (a oder 6): 
(a) Es gibt ein *-Ideal I l’on R, so daJ3 1 V,. V,) c A oder 
IV,,W,]cA undOeZ(V,,W,,I, ],o); 
(b) Fur jedes *-homomorphe, *-prime Bild R’ con R gilt A’ c Z(R’) 
oder L’ c Z(R’) oder R’ ist speziell. 
KOROLLAR. Die Konklusion des Hauptsatzes bleibt erhalten, wenn man 
die Voraussetzungen (L c K oder L c S) und (A c K oder A c S) durch die 
Voraussetzungen 
R und R’ sind 2-torsionfrei, L* = L und A* = A ersetzt. 
Da [ 6] ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis beinhaltet, erwahne ich in 
dieser Note nur Arbeiten auf die ich direkt zurtickgreife. Zur Bequemlichkeit 
fur den Leser habe ich teilweise such einfache bekannte Resultate kurz in 
meine Betrachtungen eingearbeitet in der Hoffnung, da13 dieser abschlieBende 
Uberblick fur weitere Arbeiten niitzlich ist. 
I. BEWEISTECHN~SCHE VORBEMERKUNG 
Sei R einfacher PI-Ring vom Grad n mit Involution * von 1. Art. 
F := Z(R) und E algebraische Hiille von F. Dann ist H(R) := R @t-E = 
M,(E) und die kanonische Erweiterung von * auf M,(E) die gewohnliche 
Transposition von Matrizen oder die symplektische Involution. Im ersten 
Fall heiBe R t-Ring und im zweiten Fall s-Ring. 
Fur F-Untermoduln A von R sei H(A) := A 0,. E. Dann ist H injektiver 
Morphismus des Verbandes der F-Untermoduln von R in den Verband der E- 
Untermoduln von H(R). Es ist H(K(R)) = K(H(R)), H(S(R)) = S(H(R)). 
HO’,) = Vm,. und H( W,) = W,,,,. Fur F-Untermoduln A und 13 von R 
gilt H(AB) = H(A) H(B), H((A, BI) = IH(A), H(B)], H(A o B) == H(A) 0 
H(B), dim, A = dim, H(A), und H(A) = H(A). 
Wir verwenden diese Regeln, urn Beziehungen zwischen F-Untermoduln 
von R zu verifizieren, indem wir die entsprechenden Beziehungen fi.ir deren 
Bilder in H(R) errechnen. Dieses Vorgehen nennen wir Beweisprinzip I. 
Fur jeden *-primen Ring R mit Z,(R) # 0 sei Q(R) := (rzz’ 1 r (5 R und 
0 # z E Z,} die zentrale Lokalisation mit kanonisch erweiterter Involution 
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(&)* = r*z-le Fiir additive Unt~rgru~pen A von R sei Q(A) := AQ(Z,?). 
Dam ist Qua = ~(Q~~~), Q(~~~)} = ~(Q(~)), Q(~~) = VVtR1. und 
QW~) = W,,w. Fiir additive U~tergruppen A und B von A gilt Q(A + B) = 
Q(A) + Q(B), Q&W =GJ4 QVO Q(lA. B!) = tQ@fh Q(Wl+ QtA 0 3) = 
QU > * Q(B), Q(A I= Q(A 1. 
Fur *-prime Ringe R mit Z.&R) = 0 und additive Untergruppen A von R 
setzen wir Q(A) :=A. 
Obige Regeln erganzen 3eweisprinzip I in nahelieg~nder Weise. 
~e~~e~~~~g 1. Sei R Ring, F Unt~rk~r~er von Z(R). Man verifiziert 
leicht folgende Aussage: 1st char R = 2 und u, L‘ E R mit no L’ = 1, und 
u’, u2 E F oder char R f 2 und u, t’ E R mit u o L’ = 0, und u’, 1:’ E F”. so 
ist T := F i Fu c Fa f Fm einfacher Ring mit Zentrum F und dim,.. T = 4. 
Zu Beginn der folgenden Abschnitte II-VI wird jeweils die dort 
betrachtete Klasse von Ringen beschrieben. Anschlie~end werden diese 
Ringe klassifiziert. Alle Uberlegungen dienen der Vorbereitung des Beweises 
des Hauptsatzes in VII. 
'II. SEI It EINFACHER RING. F :=== Z,JR) [MCI dim,R = 4 
(1) Sei char R = 2, Z c S, und R t-Ring. Dann gilt dim, Wu = 1, 
W~=Z,und(RoR)oMi,=Z.W~hleuEW,undt~~RoRmituo~~=l. 
Dann ist 0 f 24’. ~1’ E Z. Nach Bermerkung 1 gilt R = Z +- Zu -t Zc i Zw. 
1st 1” = 0, so ersetzt man u durch 13 -i- 1. Weiterhin ist I’ $ 2’“’ = zu mit 
z E Z und P* Q 14 = (v o uf* = 1, also IVR 3 uv -+ (UP)* = UL‘ i z*“tr = 
u(c t v*) -I- 1 =zu? i- 1 E z, somit -2 z-l.4 . demnach G*=P+N~‘. 
Insgesamt ist R Y F(u, u, t). 
(2) Sei char R = 2, 2 c S, und R s-Ring. Dann gilt “S c Z = S 0 S. 
Wahle u, c E S mit u o u = 1. Ahnlieh wie bei ( I > erhglt man R 2 F(u, c, s). 
(3) Sei char R = 2 und Z Ct S. Dann gibt es z E 2 mit z* i z. Fur alle 
r E R gilt (z -+ z*:)r = (29 + Z*Y) 4 z(f + r*). Somit ist R = S $ zS, Wegen 
‘(I? o R) c Z = (R o R) o (R o R) gilt ‘(5 o S) c Z, = (S 0 S) 0 (S 0 S). 
W5hle u, t‘E SO S mit u D c = 1. Ahnlich wie bei (2) erlG.lt man 
R = Z @,: F(u, L‘, s j. 
(4) Sei char R f 2. Z c S, und H t-fling. Dann gilt K 0 X = 2 = 
/K,S]o/X,Sj und [K,S]oK=O. WIhle uE[X,Sj und M’EIY mit 
u2 fe 0 $1 w’ und setze L‘ := uw. Dann ist c E S, u 0 tq = 0, und u’, lq2 E Z*. 
Nach Bermerkung 1 gilt R N F(u, u, t). 
(5) Sei char R # 2, Z c: S, und R s-Ring. Dann gilt Kci Z. 
IK, K / =$ 0, und ‘ii c Z. Nach 1.5, IV, pp. 488-490] ist R 2 F(zl, u, s). 
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(6) Sei char R # 2 und 2 & S. Wahle 0 # z E 2,. Fur alle r E R gilt 
2zr = z(r - r*) + zr - (zr) *. Also ist R = K + zK, somit IK,KJ Q? Z und 
2lK, K] c Z. Nach 15, IV. pp. 488-4903 ist R = Z 0, F(u, L’, s). 
III. SEI R EINFACHER RING, dim,R = 9, char R = 3, UND F := Z c: S. 
S BESITZE EINEN Z-~NTERMODUL, L MIT &I<'/ c L, ]K-,s] fkLctZ 
LEMMA 2. Sei zund’chst R = M3(F) mit derl Matrizeneinheiterl ei,i, 1 < 
i,j<3,und “d ie ge~~~hF~~iche Transposition van Matrizen. Sei ~~~eiterhi~l 
p(u) := a2 + b’ f c* + d2 und L,, := F -+ Fu + Flu. K]. Dam gift: 
(1) Fz.Yrfi(u)+Ogi!t L,= [K,S/. 
(2) F6r &u)=O gilt IL,, L,,] = 0. IL,,, K] = L,,. dim,&, -= 3, urtd 
s’ E F fk alle s E. L,. 
(3) Es gibt 0 # M E R wie oben unit p(u) = 0, so daJ L = L,. 
(4) ~~r~~u)=O gilt FcL1,=rlI und C,(L,)=L,,. 
(5) Sei F algebraisch abgeschlossett und p(u) = 0. Dam gibt es 
1: E L,,, so daJ ~3’ = 0 # v2 und L,, = F + Fc + FL:‘. 
Beweis. Sei e, :=elz-e,,, e, :=e,3-e3,. und e, :=e?,-e,,, 
(1) Es ist /?(u)(e,,te,,)=bu-a]u,e,]-d]u.e?]-c]u,eJ]+cdE 
L,,. Nun errechnet man leicht die Behauptung. 
(2) Man errechnet zunkhst IL,, L,] = 0. Mit den Gleichungen 
llu,e,I,e,l=-u, [u,e,]- [[u*e,],e,]=b, ]u,ez] + ][u,e,],e,] ==c, und 
Iu, e3 ] - I/U, e, 1, e,] = d erhalt man IL,, KI = L,. Mit den Gleichungen 
bu-a[u,e,/ -d[u.ez] -c[u,e,] +cd=O. 
du+c[u,e,]+b[u,e2]-a[u,e,]+bc-ad=O, 
al-d[u,e,]+alu,e,f+b]z1,e,f+ac+bd=O. 
au -I- b(u, e, ] - c]u, e2] + dju, e,] + d* - c2 = 0, 
priift man dim,L, ,< 3. AnschlieBend errechnet man F + FM $ L,, also 
2 < dim,L,. Die letzte Behauptung bestatigt man durch Nachrechnen. 
(3) Wir wenden mehrmals (2) an. Die im folgenden auftretenden 
Elemente u, u’, U” E \K, S] seien von der Gestalt (t). Sei zunkhst 
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L f [K, S]. Wlhle 0 # u E L + Z. Dann ist L, = [L,, K] c [L + Z, K] c L. 
Angenommen es gilt L, f L. Wahle U’ E L\L,. Wie oben ist L,, c L, also 
L,+L,,cLf [K,S], somit FfL,flL,.. Wahle u”EL.nL,,. Dann ist 
L,,,= L, = L,, im Widerspruch zu u’ G$ L,. Insgesamt ist L = L, mit 
b(u) = 0. Sei nun ]K, S] ~5 L & [K, S]. Dann ist Z $ [L, K] $ ]K, S], also 
wie oben [L, K] = L, mit /3(u) = 0. Nun errechnet man mit (1) den 
Widerspruch L c [K, S]. 
(4) -Nach (2) ist [L,,L,] =O, [L,,K] CL,, und L,c S, also 
[K, S] ti L, &Z. Nach (2) und (3) gilt z,, = L,. Sei A := C,(L,) und 
B := C,(L,). Dann gilt [A, K] CA, [B, K] c B, und [K, S] k B Q? Z, also 
A E (0, K} und B = L, nach (2) somit A = 0. Insgesamt ist C,(L.) = L,. 
(5) In der folgenden Fallunterscheidung seien nichtgenannte 
Matrizeneingange von null verschieden. Man wlhlt L’ = [u, e,] fur c = 0 = d, 
v=[u,e,] fur b=O=d, v=u fur a=O=d, u=I~,e,] fur b=O=c, 
v=[u,~,] fur a=O=c, C=U fur a=O=b, ~=u--a’;‘~ fur c=l und 
d=O, o=~+a”~ fur c=O und d=l, z’=]u,~,]-c”’ fur b=O und 
d=1,und~=u+(bc)““fiira=0undd=1. 
1st UJ := cu - d]u, e,] # 0, so gilt L, = L,,, und wird w von obiger Fallun- 
terscheidung erfalk Andernfalls sei 0. E. 
,a ai i 
u= ai -a 1 i 1 miti’=-I, i 1 0’ 
und man wahlt z: = u + a”‘3. 
LEMMA 3. Es gilt: 
(1) [L,L]=O, ]L,K]=L, dim,L=3, ZcL=L, s’EZ ftir al/e 
s EL. und C,(L) = L. 
(2) Es gibt u E L, so day u3 E Z, L = Z @ Zu @ Zu’. und L K&-per 
oder u3 = 0 ist. 
(3) Es gibt eindeutig g E K mit ] g, u ] = 1. Sei weiterhin f: = -g’. Es 
giltg’=Ound ]]f,u],u]=l. 
(4) {f:f 0 u, f 0 u’, 1, u, u*, g, g 0 u, g 0 u*} ist Z-Basis con R. 
Beweis. Mit Lemma 2 und Beweisprinzip I erhalt man (1). 
(2) 1st L K&per, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls ist 
L = Z @ I mit einem nilen Ideal I von R. Nach 14, Proposition 1.3.30, p. 20 ] 
ist H(I)’ = 0, also 1’ = 0. Nach Lemma 2(5) ist H(I)* # 0, also 1* # 0, somit 
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(3) Fur alle r E K gilt r o u E K und [r, u* ) = [r o u. u 1. Nach (1) und 
(2) ist [K, U] = [K, L ] = L. Somit gibt es g E K, so dal3 [ g, u ) = 1. Wegen 
C,(L) = L und (2) ist g eindeutig bestimmt. Durch Betrachtung von H(R) 
erhalt man mit 14, Proposition 2.5.6, p. 141 1, dafi g3 = ag mit a E Z. 
Weiterhin ist 0 = 3g’ = 1 g’. u 1 = [ag, u ] = a. 
(4) Da dim,R = 9, dim,L = 3. die ersten 6 Elemente aus S, und die 
letzten 3 Elemente aus K sind, reicht es zu zeigen, da0 (f + L, f 0 u + L. 
f 0 U’ + L } und ( g, g o U, g o u’} jeweils Z-linearunabhlngig sind. Sei 
uf+bf~u+cf~u2~Lmita,b,cEZ.Dannisttr:=u+bu+cu~ELund 
fo~EL.also-c=[[f,ul,uloc= [ (f o 1’. u 1, u I = 0, somit a = b = c = 0. 
Seiug+bg~u+cg~u2=Omitu,b.cEZ.Dannistc:=u+bu+cu’EL 
und g o I’ = 0, also --L’ = 1 g, u 1 0 13 = I g 0 c. U) = 0, somit a = b = c = 0. 
Mit der Tabelle I priift man nun leicht. da13 die folgenden Elemente 
eii E R, 1 < i. j < 3 ein System von Matrizeneinheiten bilden: 
e ,,=-f+zfou-fszl-u2, 
e 22=-(z+ 1)f+(z- 1)f Ou-foK~ 1 +u-U?. 
e 33=(Z-l)f+(Z+1)foU-fJ‘u~-l-u-U~. 
e ,2=(Z+l)f+(z-1)fou-u-u~-g--gou-gou~. 
e I?= (z- l)f- (z+ l)f ~u-u+u2-g+g@uugou2, 
e 2~=f-ZfOU-1+u*-g+gou2. 
e ‘k 2,=e~2,e,,=e~,,e,2=e~~. 
Also ist (*) R isomorph zu M,(F) mit der gewohnlichen Transposition von 
Matrizen als Involution. 
Ein weiterer Weg zu diesem Ergebnis ist folgende Betrachtung in M,(F). 
wobei * gewohnliche Transposition von Matrizen ist. Sei z E F. 
i 
-z I-z 1 fz 
u := l-z l-z z . 
l+z 2 r -(I +z) 
und L := F + Fu + Fu’. Dann ist u’ = z und [L, KJ c L. Aufgrund der 
Eindeutigkeit der Tabelle gilt (*). 
RINGEN MIT INVOLUTION. II 
IV. SEI R EINFACHER RING, dim, R = 16, char R = 2, F := Z CT S 
UND R ~-RING. S BESITZE EINEN Z-UNTERMODULA 
MITA 0 W,cA UND W,Q?AQ?Z 
LEMMA 4. Es gibt einen Z-Untermodul L t’on W, unit L o W, c L, so 
daJ 
(1) dim,L==3, C,(L)=L@Z=L, ‘LcZ. 
(2) (R 0 L) o L =L, (r o s) os=OftirallerER undsEL. 
(3) A E {L,L}. 




a. b. c. d E F 
\c b a 0 
wie man leicht errechnet. Im algemeinen Fall setzt man L := A 0 W, und 
verifiziert die Behauptung mit Beweisprinzip I. 
LEMMA 5. Es gibt u. z: E L, so da&l L= Z@ Zu @ Zc 0 Zuz~ und 
u* # 0 # u*. 
Beweis. Wir verifizieren zunachst die erste Aussage. 
(a) Sei L K&-per. Wlhle u, I! E L, so dal3 { 1. u. L’} Z-linearunabhangig 
sind. Da Z f Zu + Zc kein Unterkorper von L sein kann. ist ( 1. 11. z’. UC) 
Z-linearunabhangig. 
(b) Sei r* Quadrat in Z f” ur alle r E L. Dann gibt es ein Ideal I von L. 
so da13 L = Z @ I und *I = 0. Wegen H(I)’ # 0 ist I2 # 0. Wahle u. c E I 
mit uz: # 0. Sei a + bu + cu + due = 0 mit a, 6, c, d E Z. Durch 
Multiplikation mit UC, c, u erhalt man der Reihe nach a = 0. b = 0. c = 0, 
d = 0. 
(c) Seien schliefllich u, c E Lx mit u2 = 0 und c2 nicht Quadrat in Z. 
Dann ist UL’ ~0. Sei a + bu + CL’ + duv = 0 mit a, b,c,dE Z. Durch 
Multiplikation mit u bzw. uz: erhllt man au + cuu = 0 bzw. CC*U + UUL’ = 0, 
also a=O=c oder t”=a2cp2. Letzteres steht im Widerspruch zur 
Voraussetzung. Mit a = 0 = c ist bu + due = 0 und dc*u + buv = 0. Nun 
erhalt man entsprechend b = 0 = d. 
1st u2 = 0 bzw. t12 = 0, so ersetzt man schliel3lich u durch u + 1 bzw. c 
durch 1% + I. 
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Wir zeigen nun mit den Lemmata 4 und 5 die folgenden Aussagen 
W-V): 
(1) Es gibt $G E R, so da13 (w 0 u) 0 II= 1 = (w 0 c) 0 U. 
Beweis. Wegen (R 0 L) 0 L = I? gibt es a, b, CE R * L, so dafi 
(a .c ctl): u + (b I- UC oc=aou-t-hoc-tcoutt=l. Wegen L(RoL)+ ) 
(R o t)f, c It o L gibt es entsprechend a’, b’, c’, a”. b”, c” E R, so da13 
und 
(a” + C”L’) 0 u i- (b’, -+ UC”) 0 2’ = b + UC. 
Fiir IV := 6’ i- UC’ + a” + c”z: gilt dann 
Mit (I f erhiilt man unmittelbar 
(2) Fur s := u’ o u und t := tt‘ o G gilt s o u = 0 = t D f? und s I: t! = I = 
f 0 II. 
(3) 9, 2, s 0 t E f, 
Beweis. Wegen .s2 o~~(~oU)o~~OOS=fO~1OS~(Sot’)cS~S*cf 
ist s2 E C,(L) = L. Entsprechend ist t* E L. Wegen (s o t) o u = (s 3 u) o t + 
So(tou)=Oor+So I=0 und entsprechend (Sof)oz’=O ist 
$0 t E. CR(L) = L. 
(4) .sz = a’ + b’u, t2 = a” + c”t?, s o t = a + c”u + b’c mit Q, Q’. ii”, 
b’, cl’ E 2. 
Beweis. Sei genauer s2 = a’ + h’u -I- c’t: + d’uu und s 0 f = a + bu + CP i 
duct mit n, a’, b, b’, c, c’, d, d’ E Z, Dann gilt 0 = s’ 0 s = c’ + d’u, also 
e’=O=d’, und b’=s’ o I== (s o t) c s=c+ du, also b’=c und d==O. 
Entsprechend argumentiert man fiir I und s 0 I. 
Mit (4) erhllt man unmittelbar. 
(5) Fur .x:=s+au+b’uc und y:=t+c”uc gilt .xOU==O=yOt‘. 
.Y o I; = 1 L= y o U, x2, y2 E Z, s 0 y = 0. Wie oben erreicht man x2. y2 E Z *. 
(6) R~(ZOZvOZxQZux)O,(ZOZuOZq’OZz(~). 
Beweis. Sei a + bx + cy + dxy = 0 mit a. b, c. d E t. Durch o-Ver- 
kn~pfung mit u bzw. u erhalt man c + d,r = 0 bzw. b + & = 0 und dann 
d = 0. Also ist b = 0 = c, somit a = 0. Nun ist es leicht die Behauptung zu 
veri~zieren. 
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(7) Dutch u’=u, v’=u, x’=x+v-‘, und y’=y+u-’ ist eine 
Involution auf R gegeben. Es gibt ein invertierbares Element s E 1 + 
Zu + Zc + Zuv, so da0 Y’* = s -‘rs fur alle r E R. 
Beweis. Die erste Aussage ist trivial, Nach [ 1, Theorem 4.3.1, p. 991 gibt 
es ein invertierbares s E R, so da13 Y’* = s- ‘rs fur alle r E R. Wegen 
s ‘as=0 fur alle aEL ist sEC,(L) =L. Sei genauer s=a+bu+ 
CL’ + durl mit a, 6, c, d E Z. Da R t-Ring ist, gilt 1 G? W,, also SUI: 6 sue W,. 
somit a # 0 wie man leicht errechnet. 
V. SEI R EINFACHER RING, dim,R = 16, 
char R = 2, F := Z c S UND R S-RING 
Esist(W,~W,)~(W,~W,)=Z.W~hleu,~EW,~W,mitu~~=l. 
1st U’ = 0 bzw. L’* = 0, so ersetzt man u durch u + 1 bzw. I’ durch 2’ + 1. 
Dann gilt u o 1’ = 1 und u*, L.’ E Z I. Nach 1 1. Theorem 4.3.2, p. 104 und 
4.4.2, p. 1121 und II, ist R = F(u. L’, s) “i) I F(x. J’. i) mit i E {s, t}. Wegen 
u. r E CV, 0 W, ist i = s. 
VI. SEI R EINFACHER RING, dim, R = 16. 
char R # 2, F := Z c S UND R S-RING 
Es ist dim,K= 10. dim,S==6, [K,S] 0 IK.SI=Z, und {at? jK,Sj 1 
u o IK. SI = 0) = 0. Wahle u E [K, SI mit U’ # 0. Fur die Z-Abbildung 
,O:IK,Sl+Z, UHUOU gilt IK,SI=Zu@kerp, also kerbo (K,Sl#O. 
somit ker p 0 ker p # 0. demnach *ker ,8 # 0. Wahle I’ E ker ,8 mit L” # 0. 
Dann gilt u o c’ = 0 und u’, c* E Z *. Nach [ 1, Theorem 4.3.2, p. 104 und 
4.4.2, p. 112 ] und II, ist R = i’(u, u, t) 0,. F(x, ~1, i) mit i E (s. t}. Wegen 
dim/K= 10 und dim,S=6 ist i=s. 
VII. SEI R HALBPRIMER RING. WIR BEWEISEN NUN DEN HAUPTS.~TZ 
LEMMA 6. Sei R primer Ring rnit S,(R) # 0 und X und Y Lieideule ran 
R rnit X 0 Y c Z. Dunn gilt XC Z oder Y c Z. 
Belzseis. Fiiru,cEXundbE Ygilt IuOc,bJ=la,cobl~lucb.cl=O. 
Also ist IX o X. YI = 0. Nach 13, Lemma 7, p. 120 I gilt X 0 X c .Z oder 
Y c Z. 0. E. sei X 0 Xc Z und X G! Z. Nach 13, Theorem 13, p. 123 I gibt es 
ein Ideal I von R, so da13 0 # II. RI c X. Also ist 1 II, I) 0 II, I/, I I = 0, somit 
S,(I) = 0, schliel3lich S,(R) = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. 
LEMMA 7. Sei R *-primer Ring. Dunn gilt: 
(1) OE(R,I. j.o)genaudunn. ~~~ennS,(R)=O. 
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(2) OE CR, I 3 I) g enau dann, wenn S,(R) = 0, oder (S,(R) = 0 und 
char R = 2). 
(3) 0 E (R, 0) genau dann, wenn S,(R) = 0 und char R = 2. 
Beweis. Da R subdirektes Produkt eines primen Ringes und seines 
Gegenringes ist, sei o.E. in allen Fallen R primer Ring. “c=” ist jeweils 
trivial. “3” erhalt man jeweils leicht mit [ 3, Lemma 7, p. 120 ] und 
Lemma 6. 
LEMMA 8. Sei R *-primer Ring und Z c? S. Dann gilt: 
(I) OE(V,, W,, [ . ],o)genau dunn, wenn S,(R)=O. 
(2) O~(VR~WR~I 3 1)s enau dann. wenn S,(R) = 0, oder (S,(R) = 0 
und char R = 2). 
(3) 0 E (VR, W,, 0) genau dunn, wenn S,(R) = 0 und char R = 2. 
Beweis. Sei z E Z\S. Fur alle r E R gilt 
(2 ~ z*)r = z(r - r*) + (zr* ~ z*r)=z(r+r*)-(zr*+z*r). 
Hiermit sind alle Behauptungen auf Lemma 7 zuriickgefiihrt. 
LEMMA 9. Sei R *-primer Ring und Z c S. Dunn gilt: 
(1) OE (I’,, W,, [ , ],a) genau dann, wenn 
S,(R) = 0 oder Q(R) s-Ring mit dim7,v,x,, Q(R) = 16. (t) 
(2) OE (VH' w,. I 7 I) g enau dann, w’enn S,(R) = 0 oder (char R = 2 
und ($)). 
(3) 0 E (VK. W,, 0) genau dann. ir’enn S = R oder (char R = 2 urzd 
($1). 
(4) 0 E (V,, 1 . 1) genau dann, w’enn 1 If,. V, ) = 0 oder (char R = 2 
und (t 1). 
(5) 0 E (W,, 0) genau dann, wenn char R = 2 und ($). 
Beweis. Nach 12, Lemma 5.5.5, p. 1951 und Beweisprinzip I betrachtet 
man o.E. H(Q(R)) = M,(E) mit der gewohnlichen Transposition von 
Matrizen als Involution bzw. der symplektischen Involution. Einfache 
Rechnungen mit Matrizeneinheiten erbringen nun die Behauptungen. 
DEFINITION. Sei R einfacher Ring. 
(1) R heiBe a-Ring, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 
dim,R = 16, char R = 2, Z c S, und R ist r-Ring. Fur jeden Z-Untermodul 
AvonSmitAo W,cAgiltAcZoder W,cAcS. 
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(2) R heil3e P-Ring, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 
dim, R = 9, char R = 3, und Z c S. Fur jeden Z-Untermodul A von S mit 
]A,K]cA giltAcZoder [K,S]cAcS. 
Man pruft mit Beweisprinzip I leicht folgende 
Bemerkung 10. Seien A und L Z-Untermoduln von R und A L-invariant. 
(1) IstRa-Ring,sogiltLcZ,AcZoder W,cAcS. 
(2) 1st R ,&Ring, so gilt L c Z, A c Z, A = K oder [K, S J c A c S. 
LEMMA 11. Sei R *-primer Ring, 0 # I *-Ideal von R, A additive 
Untergruppe van R, f( V,, W,) E (V, , W, , ( , 1, 0) und g(A, v,, W,) E 
(A, V,, J+‘,, I 9 1, 0). 
(1) Mit f(V,, W,)=O ist [V,, W,] 0 [VR, W,]cZ(R) und R 
speziell. 
(2) Sei R PI-Ring. Mit g(A, V,, W,) c Z(R) ist g(A, Vx, W,) (= Z(R). 
Beweis. (1) Eine leichte Verallgemeinerung von ]5, Lemma 12, p. 4851 
erbringt f( I’,, W,) = 0. Mit den Lemmata 8(l) und 9(l). II, V, und VI 
erhalt man die Behauptung. (2) verifiziert man analog. 
LEMMA 12. Sei R *-primer nicht spezieller Ring und A und L additive 
Untergruppen von R mit Z 5 L c K, [L, VR] c L, A c K oder A c S und 
[A,L]cA.SeiweiterhinOE(A,[, ],o). DannistAcZ. 
Beweis. Nach Ubergang zu Q(R) sei o. E. Z, Korper oder Z = 0 und A 
und L Z,-Untermoduln von R. Nach Lemma 1 l(1) ist 0 & (V,, W,, 1 , ], 0) 
fur jedes von null verschiedene *-Ideal I von R. Sei zunachst A c K. Nach 
16, Corollary 21, II, IV, und V ist A c Z oder R a-Ring. Im zweiten Fall 
erhalt man A c Z mit Bemerkung 10( 1). Sei nun A c S. Nach 16, 
Theorem 9] und II-V ist A c Z, R a-Ring oder R P-Ring. Im zweiten und 
dritten Fall erhllt man A c Z mit Bermerkung 10. 
Wir kommen nun zum 
Beweis des Hauptsatzes. Sei ME (V,, W,, [ , ], 0) und NE (L, [ , 1, o), 
so da13 M, N c K, IL, M] c L, und [A, N] c A. Wegen (L, M] c L ist such 
(N, M] c N. Wir zeigen zunachst folgendes: 
Mit N’ c Z(R’) ist L’ c Z(R ‘) oder R ’ speziell. 
Es gilt 0 E (L’, ] , 1, o). Also ist L’ c Z(R’), R’ speziell, oder 
OE (V,,, w,,, I , J, 0) nach Lemma 12. Im letzten Fall ist R’ speziell nach 
Lemma I l(1). 
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0. E. sei deshaib L = N. Seien X, und X, die in ]S, Corollaries 4 und II, 
pp. 483-4841 zu Q := [L, M] und M konstruierten *-Ideale von R und 
X := X, + X,. Dann gilt ] V,, IJH ] c [L, M]. Fur A c I( seien Y, und Y? die 
entsprechend zu ]A, ] V,., VR ] ] und ] Vx, r/R] konstruierten *-Ideale von R 
undY:=Y,$-Y,.Danngilt[V,,V,JcA.FiirAcSseiY,bzw.Y,dasin 
16. Lemma61 zu B:= ][A,A],(vx, V,JJ und /V,y, VR{ bzw. C:= 
J[A, llvx. VRJr VRJjg [JfJx, v,J, vRJj3 und [[b’x, v,l. VRll kmstruierte *- 
Ideal von R. Dann gilt ] YJI.!. W,,!] cA und [ ciFL, I+‘,-?] c A. Wir bear- 
beiten den Fall A c S. Die analoge Behandlung des leichteren Falles A CI K 
sei dem Leser uberlassen. O.E. sei 0 E (I’,, ,, I+‘,,-,. ] , 1-0) und 
0 E (VY?’ WY,9 I 3 I. 0). 
Sei J die Menge aller *-primen *-Ideaie I von R mit char R/If 2 oder 
R, Ct I. Sei weiterhin R .- = R/f mit f E .i. Zunachst sammeln wir fnfor- 
mationen in folgenden Spezialf~llen: 
(I) CharK -#=2 und Y,d:I oder charR‘ =2 und Y,cfI. Nach 
Lemma 11(l) ist IV,, W,] 0 ]I’,, W,I- cZ(R -) und R speziell. 
(2) Char R _ # 2. Y, c I, und X ti I. 
Sei D :r: ] ]S, B ], ]S, B ] ]. Verfolgt man den Beweis von [ 5, Corollary 13, 
p. 485 1. so erhllt man ‘10, r>]- c Z(R ). Nach ]6, Corollary 2 und 
Lemma 7 /, II und III ist A - c Z(R - ), ] V,. IJR ] c Z(R - ), R speziell oder 
Q(R. ) P-Ring. Itn zweiten Fall ist R speziell nach Lemma 11(l). 
Insbesondere gilt A - c Z(R -) oder S,(R --f = 0. Sei E := ] {A, A /, ] I”, , VH ] ] 
und F:= ][E,Ej, [KE]], Mit Lemma ll(2) erhalt man ‘]F,F]- cZ(Rme). 
Jm letzten Fall ist nun A - c Z(R ) nach B~rmerkung lO(2). Insgesamt ist 
A - c Z(R -) oder (*)R speziell und (]F, F] o ]I;? F]) c ZfR ). 
(3) Char R- = 2, Yz c I. und X oi: I. 
Sei L> := ] /CT, C], ]C, C] ]. Verfolgt man den Beweis von ]5, Corollary 13. 
p. 485 ], so erhalt man ] 20. D 1~ = 0 oder ] ] I’, t I’, f. ] I’*. I’& ] ] = 0, also 
l~D.DJ.lD.D]~ =O. Nach 16, Corollary2], If, IV, und V ist 
A - c Z(R -), ] ] V,y, V, [. I’,,]- c Z(R ), R - speziell oder Q(R ) o-Ring. 
Im zweiten Fall ist R - speziell nach Lemma 11 (I). Insbesondere gilt 
A cZ(R ) oder S,(R )=O. Sei E:= 114 [Iv,, v/t], v,ll, 
] [ V,, vR j, V, ] ]. und F := ] ]E, E], [E. E] j. Mit Lemma I l(2) erhalt tnan 
[(F,FJ, IF,FJf- -0. Im letzten Fall ist nun A c Z(R > nach 
Bemerkung 10( 1). Insgesamt ist A c Z(R -) oder (*). 
(4) xcz. 
Sei F := [ ]Q, Q], [Q, Q] ]. Geht man vor wie bei (2 und 3) so erhalt man 
entsprechend L - c Z(R -) oder (*). 
(5) Wetsen CL I = 0 und (I - 4) ist A’ c Z(R’), L’ c Z(R’), oder 
S&R’) = 0. O.E. sei S,(R’)= 0. Wegen (I-4) sei weiterhin o.E. Q(R’) u- 
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Ring. Sei Ji die Menge aller I E J, so da13 R - = R/Z Bedingung (i) erfiillt. 
1 < i < 4. Dann gilt U , Gi64 Jj = J. Wew f-h,, I = 0 gibt es j. 1 < j < 4, so 
da13 (n,,J, I)’ = 0. 
Fi.ir j = 1 ist [VR, W,I 0 [VR, W,]’ = 0 nach (l), also R’ speziell nach 
Lemma 11(l), Widerspruch. Fiir j E (2, 3 ] ist ([F, F] 0 [F, F])’ c Z(R’) 
nach (2 und 3), also A’ c Z(R’) nach Bermerkung 10(l). Fiir ,j = 4 ist 
(IF. FI 0 [F, Fl)’ c Z(R ‘), also L’ c Z(R ‘) nach Bemerkung 10( 1). 
Beweis des Korollars. Wir verwenden Gleichung (*) vor der 
Formulierung des Hauptsatzes. Nach (*) sei o.E. M c K, [L. M] c: L, und 
[A.N] cA. 1st genauer N=J(L)E (L, [ , 1, 0) so sei B ::f(V,,)E 
(V,., 1 , 1. o), C :=f(W,)E (W,,, [ , j, o), D := [B,B], und E := IC., C]. Fiir 
FE{D,E} gilt FcK, IV,,F]cV,,, [W,,,F]cW,,, [V,,M]cV,. und 
[ W,. M] c W,, . Wegen 2.4 c V, + W,4 und 2L c V, + W, erhalt man die 
Behauptung nach mehrmaliger Anwendung des Hauptsatzes. 
Note brurde auf der letzten Korrektur hinrugefiigt. Der Hauptsatz bleibt giiltig. wenn 
man bei der Definition eines speziellen Ringes (D-F) durch folgende Aussage ersetzt: 
(D) Q(R)=F(u.c.i)cx:l, F(x.~~,j) mit i.jE /s,fl und * die Ausdehnung der gegebenen 
Involutionen auf Q(R). 
Zum Beweis ergiinzt man Abschnitt IV wie folgt: 
Wir zeigen schliel3lich (D). Hierru reicht es nach 11, Theorem 4.3.2 und 4.4.2. pp. 104. 
1121 und II eine *-invarlante Z-Quaternionenunteralgebra A van R anzugeben. Zunachqt 
crbringt eine einfache Rechnung. da& c* = I’, u* = u. s* = .Y + N + br t eu und I’- = 
y+c+du+ec mit a. b, c, d, eEZ. Fiir e=O wlhlt man,4 =Zl~'..u/ oderA=Zlu~~l. O.E. 
seie#O.Fiirb#Obrw.d#O~~hltmanA=Z~a+b~~+eu..~~bz\?;.A=Z~c+du+e~.~~~. 
O.E. sei b=O=d. Fiir a=0 bzw. c=O wihlt manA=Z[~u,xuj bzw.A =Zlcu.~~~l. O.E. 
sei a # 0 t c. Ersetzt man nun I’, s. u und J‘ der Reihe nach durch a~‘. a ‘x, cu und c ‘J’. so 
bat man z.x = (3. u* = II, .Y* =.r+ I +.fii und )I* =j’+ I tfr mit J=ecr ‘c ‘. Wegen 
I@ W, und .r+s* +f(u.r+ (US)*)= 1 +f’u’ istf’u’= I. Entsprechend giltf’p2= 1. Nun 
errechnet man zuniichst W, = Z( 1 +I?) ss Z( 1 +.fu) 13 Z(l tf+.f’ru) :c’ Z(( I t.fi)x + 
I I +Ju).v) \?I Z(I tf+fi tfi ff”m),v 3 Z(l +J‘tfr +fu +J’L~u)x und dann L = 
Z(1 tfi.1 “: Z( I +fu) 0 Z( 1 +f+f’cu). Schlienlich ersetzt man c durch I tfiUf”vu E L. 
wiederholt alle uberlegungen nach Lemma 5 und erhalt den Widerspruch I = (1 +J'i') tfc E 
I* c IV,. 
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